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Resumo 



Este trabalho visa apresentar o modelo sigma nao linear de maneira simples e 
direta. Em sua primeira parte mostramos o modelo bosonico e o termo de Wess- 
Zumino-Witten sobre o qual tecemos comentarios sobre seu carater topologico e sua 
associacao com a torcao. Posteriormente mostramos que para cancelar a anomalia 
conforme quantica, o modelo passa a obedecer as Equagoes de Einstein. Introduzi- 
mos um curto capitulo sobre supersimetria a fim de auxiliar na exposigao do modelo 
supersimetrico. No ultimo capitulo apresentamos o modelo supersimetrico e suas 
equagoes de movimento. Finalmente apresentamos o caso com duas supersimetrias, 
introduzindo os campos quirais e quirais torcidos e explicitamos o modelo para o 
caso especifico SU{2) ® U{1). 



Palavras Chaves: Modelo Sigma nao Linear; Modelo Sigma Supersimetrico; Cor- 
das; Variedades de Grupos. 

Areas do conhecimento: Teoria de Campos (1050300-5); Fisica Matematica 
(1010401-1) 
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Abstract 



The purpose of this work is to present some basic concepts about the non-hnear 
sigma model in a simple and direct way. We start with showing the bosonic model 
and the Wess-Zumino-Witten term, making some comments about its topological 
nature, and its association with the torsion. It is also shown that to cancel the 
quantum conformal anomaly the model should obey the Einstein equations. We 
provide a quick introduction about supersymmetry in chapter 2 to help the under- 
standing the supersymmetric extension of the model. In the last chapter we present 
the supersymmetric model and its equations of motion. Finaly we work-out the 
two- supersymmetry case, introducing the chiral as well as the twisted chiral fields, 
expliciting the very specific SU{2) f/(l) case. 



Key Words: Non-linear Sigma Model; Supersimmetric Sigma Model; Stings; Group 
Manifolds. 
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Introducao 



Nesta dissertacao buscamos introduzir de maneira simples e direta o modelo sigma 
nao linear e suas formulagoes mais conhecidas. Este traballio divide-se basicamente 
em duas partes, uma inicial onde introduzimos o modelo sigma bosonico, e uma 
segunda parte na qual tratamos de aspectos supersimetricos do modelo e concluimos 
com um exemplo N=2. Ha uma parte intermediaria, curta, que tenta introduzir 
alguns fundamentos de supersimetria. 

No primeiro capitulo, iniciamos com a abordagem geometrica do modelo sigma. 
Este e introduzido atraves de um mapeamento entre duas variedades (espago alvo e 
espago-tempo) e com o auxilio de um tensor do espago alvo, simetrico, de posto 2 
definido como a metrica deste espago. Este tratamento evidencia o carater geometrico 
do caso bi-dimensional, onde a agao da corda bosonica mostra-se como sendo a area 
do espago-tempo (follia-mundo da corda) medida pelo espago-alvo. Seguindo esta 
linha introduz-se o termo de Wess-Zumino-Witten (WZW) como um tensor antis- 
simetrico de posto n. Atraves do teorema de Stokes, este termo pode ser estendido 
para um tensor antissimetrico de posto n + 1, permitindo que termo de WZW seja 
definido em uma extensao (n + l)-dimensional do espago-tempo. Sua existencia 
requer algumas propriedades topologicas do espago alvo, a saber, que este seja sim- 
plesmente conexo e compacto. Este termo revela uma quantizagao da constante de 
acoplamento que e conhecida em teoria de cordas como winding number. 

Seguindo, introduzimos o modelo sigma sobre variedades de grupos. Esta abor- 
dagem talvez seja a mais usual e foi a que originou o modelo. Esta apresentagao 
do modelo e mais restritiva e mais simetrica uma vez que variedades de grupos tem 
alta simetria, ou seja, uma quantidade grande de vetores de Killing. O termo de 
Wess-Zumino-Witten e introduzido e suas restrigoes topologicas sao apresentadas. 
A equivalencia entre as duas formulagoes do modelo e mostrada. Porem no caso 
de duas dimensoes, para haver uma associagao mais completa entre as formulagoes, 
uma analise da torgao de variedades de grupo se faz necessaria, uma vez que o ten- 
sor antissimetrico introduzido na formulagao geometrica pode ser associado com a 
torgao do espago alvo. 

Este capitulo, encerra-se com um calculo quantico. No caso do espago-tempo 
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ser bi-dimensional (cordas), a acao apresenta invariancia conforme no nivel classico. 
Para que isto se mantenha quanticamente uina restrigao deve ser observada; que o 
espago alvo obedega a equagao de Einstein. Em cordas, o espago alvo e o espago- 
tempo fisico, entao a condigao sobre a anomalia conforme implica que, no nivel de 
arvore (folha mundo de genus zero), a Relatividade Geral e preservada. 

No capitulo dois, introduzimos alguns conceitos de supersimetria. A algebra de 
supersimetria e introduzida de maneira gradativa e apenas depois a sua formalizagao 
e feita. Os geradores de supersimetria sao definidos em analogia com o gerador 
de translagao, o momento. Apos, as derivadas covariantes e os supercampos sao 
introduzidos. Um exemplo de supersimetria no cone de luz em duas dimensoes e 
apresentado uma vez que este sera a representagao que utilizaremos na parte final. 
Este capitulo termina com uma breve exposigao de miiltiplas supersimetrias ja que 
parte deste assunto sera explicado no momento oportuno. 

O terceiro capitulo aplica as ideias dos dois primeiros para introduzir o modelo 
sigma nao linear supersimetrico N=l em duas dimensoes. Suas equagoes de movi- 
mento sao apresentadas, tanto na forma manifestamente supersimetrica como em 
componentes. E importante observar neste ponto que a transigao do modelo N=0 
para N=l nao exige nenhuma restrigao das variedades do espago-tempo ou espago- 
alvo. 

O caso N=2 apresenta mais sutilezas que o anterior. Inicialmente, por razoes 
dimensionais, nao podemos definir o modelo sigma com supersimetria N=2 manifesta 
da mesma forma que nos casos N=0 e N=l. Na verdade, a linica maneira de se 
definir uma agao com duas supersimetrias manifestas, em duas dimensoes, e atraves 
de uma lagrangeana escalar. Isto faz com que a linica fonte de dinamica do modelo 
se apresente por meios de vinculos que os supercampos venham a ter. 

Apresentamos dois tipos de supercampos N=2, que contem vinculos sobre suas 
componentes N=l, limitando sens "movimentos" . Estes sao os campos complexos 
quiral e o quiral torcido. Os vinculos que suas componentes sofrem permitem que 
escrevamos cada um desses campos em termos de apenas uma de suas componentes. 
Desta forma podemos reduzir o modelo de N=2 para N=l. Um fato importante a 
ressaltar e que neste ponto o espago alvo ja nao pode ser mais arbitrario. Os cam- 
pos complexos introduzidos, podem ser vistos como coordenadas de uma variedade 
complexa de Kahler. 

A segao final apresenta o modelo sigma N=2 sobre a variedade de grupo SU{2) ® 
f/(l), que e Kahler, uma vez que tem grupo de holonomia U{2). Este grupo permite 
que escrevamos o modelo sigma de maneira supersimetrica atraves de campos quirais 
e quirais torcidos. Neste exemplo mostramos explicitamente como o potencial de 
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Kahler nos define a metrica do grupo, logo o modelo principal. O termo de WZW nao 
pode ser introduzido como algo extra, ele esta completamente contido no potencial e 
se caracterizara como a torcao desta variedade. Calculando os termos antissimetricos 
da acao e comparando com a definigao bosonica do termo de WZW, vemos que a 
torcao deste modelo e proporcional aquela definida nos outros casos com menos 
supersimetrias. 

Esperamos que esta monografia tenlia cumprido com o seu papel de explorar 
um assunto nao trivial e ao mesmo tempo interessante, que certamente contribuiu 
muito para o aprendizado do autor sobrc o assunto e que possa futuramente servir 
para outros alunos do Instituto de Fisica Teorica. 



Capitulo 1 

O Modelo (J N=0 

1.1 Introdugao 

Modelos sigma nao lineares tern sido amplamente estudados tanto no contexto de 
mecanica estatistica como em teoria quantica de cainpos. Historicamente foram in- 
troduzidos por Schwinger |l[] e usados em teoria de campos por Gell-Mann e Levy 
nos anos sessenta para descrever a fenomenologia dos pions @ . Originalmente intro- 
duzido em quatro dimensoes e utilizado para descrever a fenomenologia de PCAC 
(corrente axial parcialmente conservada), nao tinlia inicialmente carater geometrico. 
No entanto, um dos percalgos do modelo foi a previsao de uma particula (a particula 
a ) que nunca foi observada. Uma maneira de retirar esta particula da teoria seria 
implementar a simetria quiral SU{2) de forma nao linear, impondo um vinculo. O 
modelo passa entao a ser descrito pela geometria da variedade alvo onde e definido, 
ou seja a esfera S^. Infelizmente o modelo em quatro dimensoes nao e renormalizavel 
0. Junte-se a esse fato o grande sucesso das teorias de gauge nao-Abelianas e fica 
claro porque o modelo sigma acabou sendo colocado em segundo piano. 

Ja em duas dimensoes o modelo sigma nao linear aparece como um laboratorio 
promissor no estudo de diversos aspectos de teoria quantica de campos. Tais mode- 
los, tendo origem geometrica, aproximam-se das teorias de gauge nao-Abelianas. O 
sucesso do modelo com simetria 0{N) que mostrou-se ser integravel, ter matriz S 
exata, existencia de "gap" de massa, inspirou generalizagoes procurando preservar 
o fato do modelo ser definido em um espago de base geometrica, ou seja sobre uma 
variedade diferencial. 

A primeira generalizagao e proposta por Eichenherr Q] em 1978 onde o CP^~^ 
e proposto que e a generalizagao para o grupo SU{N). No inicio da decada de 80, 
demosntra-se que os modelos sigma em suas dimensoes sao renormalizaveis 0, e estes 
voltam ao cenario dentro do contexto de algebras de correntes e bosonizagao nao- 
Abeliana onde neste momento o termo de Wess-Zumino e agregado ao modelo sigma 
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por Witten ||T^, |18| em 1983. Em 84-85 o modelo de Wess-Zumino e supersimetrizado 
1^ e seus aspectos comegam a ser estudados. 

Um outro cenario para o modelo sigma e a teoria de cordas. Esta foi inicialmente 
introduzida por Nambu-Goto0, porem, devido a nao linearidade da agao, esta foi 
substituida pela agao de Polyakov|^, equivalente e bem mais tratavel. Desde entao, 
o modelo sigma passou a ser considerado como fundamental para a teoria de cordas 
e super cor das. 

1.2 Consideragoes Gerais. 

Antes de definir a agao do modelo a , precisamos introduzir dois conceitos: 

• Espago-Alvo: Variedade m-dimensional A^ munida de uma metrica g, {A4 , g), 
parametrizada pelas coordenadas 0*, i = 0, ..., m — 1. 

• Espago- Tempo: Variedade n-dimensional jVmunida de uma metrica 7, (A/", 7), 
parametrizada pelas coordenadas x^,/i = 1, ...,n. 

Consideremos uma imersaoQ de A/'em M. definida pelo mapa 0* = 0*(x). Ou seja 
teremos que A/"define um sub-espago em JH atraves de 0. 
O modelo a nao-linear principal e definido como|: 

5 = /i' I rx^r''&.A<P'd,<p^, (1.1) 

onde, 7 = •y^'^^x), g = gij{4>). A constante /x tem dimensao de massa.0 

Pensando em uma imersao, podemos considerar df^(j)'^d,y(f>'gij como uma trans- 
formagao de coordenadas de A4 para A/". Definamos a metrica induzida sobre a 
variedade A/'como sendo: 

V = d^^'du^^gij. (1.2) 

As equagoes de movimento podem ser extraidas via variagao da agao pelos cam- 
pos 0, e sao da forma: 

djAd^) + r1^{d,<pwy') = 0, (1.3) 

^Uma imersao define-se por ser localmente bijetora, ou seja, leva vizinhangas de um ponto 
X G J\ a vizinhangas de (f>{x) G Al e sua inversa, restrita a vizinhanga de (f>{x), leva pontos 
4> G Al a pontos x G A/ contidos na vizinhanga de x (mapa sobrejetor). E se todos os pontos de 
A/ forem mapeados a pontos de Al (mapa injetor). 

"Na teoria de cordas, onde 71 = 2, o espago-tempo e a folha-mundo e o espago-alvo e o espago 
fisico. 

■^Basta observar que se considerarmos os campos e a agao adimensionais, com h ^ c = 1, 
teremos que fi' assume dimensao de [niassaY , com I ^ n — 2. 
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onde Tfj e o simbolo de Christoffel da variedade A^ definido como: F^^- = |g^'"(gjr,j + 
gjr,i — gij,r)- Para compreender melhor o significado desta agao, observemos que a 
equagao de uma geodesica X(t) de A4 e: 

rftV + rfe,rft0^rfi0" = 0. (1.4) 

As equagoes de moviinento do modelo a sao, na verdade, uma generalizagao do con- 
ceito de geodesicas, no sentido de que nao temos mais uma curva X(t) parametrizada 
por um parametro e sim um sub-espago de A^ , (l){N'), que e parametrizado pelas 
variaveis x^ 

Outro ponto relevante e calcular as equagoes de movimento da metrica 7. Ve- 
remos que estas equagoes so terao solugoes quando o espago-tempo tiver duas di- 
mensoes. 

Calculemos entao a variagao da agao com respeito a 7, 

5,S = j^ cTx^ (^7m.7°^ V + V) h'" = 0- (1-5) 

Desta maneira teremos que 

V = -ll^uir^h^p). (1.6) 

Dividindo pelo determinante de /i^,y, teremos que: 

ou seja, de maneira geral, 

lt^u{x) = fix)hf,^{x). (1.8) 

Isto significa que metrica 7 estara relacionada com a metrica induzida h via uma 
transformagao conforme. Substituindo a Eq. ( |1.8| ) em (pTSj), teremos ainda que: 



;i-7) 



= V + ^7/..(7"^/^a/3) = h^u + lfKuf-'h^^h^/^ 

ft Tl — 2 

= ii^Ku + KuW^ = ^^n. (1.9) 

Implicando que n = 2, ou seja, para a metrica 7 ser um campo dinamico e obedecer 
a Eq.( |1.8|) , temos que estar em duas dimensoesQ. 

"'Por exemplo, se n = 2 e F = 0, teremos dfj,d^(j)'' — 0. Nao e dificil mostrar que a solugao e uma 
superficie plana 

^Podemos apresentar este resultado de uma outra maneira. Para os observadores em M. , a 
agao (1.1) descreve uma hiperficie n-dimensional, A/ . O valor de S pode nao ter significado algum 



para estes observadores, porem, consideremos que S seja um niimero associado a TV. Assim, S 
deve ser equivalente a algo que dependa apenas de /i, a metrica induzida. Para que o valor da agao 
nao varie com mudangas da metrica 7, que e irreal para os habitantes de A4 , teremo que fazer 



5-yS — 0, que e a Eq. (1.5) 
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Vejamos que atraves de (|1.^ ), a agao assume a forma 



= j (rxVh\f\'^ f-^ = I (Txy/hf^^ , (1.10) 

e quando n = 2 teremos a agao de Nambu-Goto da corda bosonica^ 

1.2.1 Invariancias da agao - Termo de WZW. 

Podemos enumerar as invariancias da agao ( |1 . 1| ) : 

• e invariante por transformagoes gerais de coordenadas 0', no espago Ai. Para 
constatar, basta fazer 0* -^ 0'*, transformar g^j(0') usando as transformagoes 
tensoriais usuais e aplicar a regra da cadeia nos diferenciais, ou seja 

g',,d,<p''d.<P'^ = g,,|^^9^0'^9,0'^- = gud,<l>'d,<j>^. (1.11) 

• e invariante por transformagoes gerais de coordenadas x'^, (difeomorfismo) 
do espago A/". Esta invariancia pode ser facilmente verificada uma vez que 
OS campos 0* e gij sao campos escalares em A^, e todos os tensores estao 
contraidos. 

Estas propriedades sao muito importantes por que estas garantem que pode- 
mos utilizar o modelo sobre variedades que necessitem de varios mapas, pois 
passamos de um para outro atraves de uma transformagao de coordenadas. 

• Isometrias Por isometrias tomamos os difeomorfismos que mantem as com- 
ponentes da metrica invariantes. Ou seja, sao transformagoes que definem as 
simetrias da variedade. Para obter as isometrias, consideremos um campo ve- 
torial k = -^, sobre a variedade A1 . Seja 0i um difeomorfismo a um parametro 
na diregao de k. As transformagoes 0j serao isometrias se: 

0:g = g^i:kg = o, (1.12) 

onde £k e a derivada de Lie na diregao do vetor k, g e a metrica e 0j e o 
"pull back" da transformagao. A equagao acima pode ser escrita como (por 
exemplo, veja p, pg. 442]): 

V(.A;,)(0) = 0. (1.13) 

^Em Eq. (1.10), o termo d"x\/h e um infinitesimo de hiper- volume, que e mensuravel a partir 
de JVl . Por outro lado, /^^ e arbitrario e apenas em n = 2 ele nao contrinuira, e S sera 
exatamente a area da folha-mundo. Desta forma vemos que a agao original, de Polyakov, reduz-se 
a agao de Nambu-Goto da corda bosonica. Tambem podemos ver que a agao S e invariante por 
transformagoes conformes de 7 em duas dimensoes. 
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Vetores que satisfazem esta equagao sao chainados de vetores de Killing, 
que formain um campo vetorial. O conjunto de todas as isometrias de uma 
variedade formam o grupo de isometrias ®. Assim, por exemplo, se Ai tern 
m campos de Killing, entao podemos ter: 

50^ = A^fc}(<^), (1.14) 

A^ sao parametros, e I = 1, ..,m. Os vetores de Killing formam a algebra g do 
grupo de isometrias atraves do comutador: 

[ki,k,] = f^jki, (1.15) 

onde, fij sao as constantes de estrutura do grupoQ. 

• Termos extras 

E possivel tambem introduzir alguns novos termos a agao (|1.1| ) os quais nao 
prejudicarao as invariancias originals. Eles sao: Um termo potencial V{(j)), que e 
um escalar tanto em 7W quanto em J\f. O termo de Fradkin-Tseytlin: ^((f))R^^\x), 
onde $ e um escalar (como o V^), associado ao campo do Dilaton, e R^"''^ e o escalar 
de curvatura do espago-tempo Af. 

A adigao mais conhecida ao modelo cr e o termo de Wess-Zumino-Witten (WZW) 



T7| , [L8|, |19|, que, e um termo topologico, uma vez que nao depende da metrica 7. 



Seguindo a mesma notagao adotada ate aqui podemos definir este termo como: 



Swzw = aj rf"a;e^^^^-'^"b,,,,...,„(0)9^,0^^..a^>*", (1.16) 

onde eA'iM2-..A'n ^ q tensor de Levi-Civita para o espago Af, bjjJ2...i„ e um tensor antis- 
simetrico em A4e a e uma constante de acoplamento. 

Observemos que se dimAf > dimAd, teremos indices repetidos em b, o que 
causaria uma simetria nas derivadas, anulando o produto como um todo. Entao 
teremos que ter: dimAf < dim Ai. 

As equagoes de movimento podem ser achadas calculando: -f|F = 0, o que nos 
da: 

{n + l)t^^-^-Hu,....^d,,4>'\..d,„(t>'- = 0, (1.17) 

onde 

^iii...i„ = ab[ii...i„,z]. (1.18) 

^Por exemplo, se A^ = S^ , a metrica e invariante por transformagoes de 0(3), ou seja, as 
constantes de estrutura do grupo de isometrias seriam as mesmas constantes do grupo 0(3). 
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Uma vez obtidas as equagoes de inoviinento do termo de WZW, podeinos calcular 
as equagoes de movimento da agao total S + Swz, que e a soma da Eq. ( |1.3D com 
meia vez a Eq. ( |1.17| ). Este fator meio vein do termo simetrico d^d^gij que nao esta 
expresso na equagao acima. 

Em duas dimensoes, podemos escrever a agao completa do modelo a como sendo: 

S = Jd\ {Vlr''g^J + ae^'h^,) d^<f)'d,<j)^ (1.19) 

e suas equagoes de movimento escrevem-se como: 

d,{dy') + (rj,. + ^H^^){d,<pwy^) = o, (1.20) 

onde rf, e o simbolo de Christoffel definido anteriormente. 
Observe que a Eq. ( |1 . 1 T] ) e invariante pela transformagao: 



S^il...in — f^[JlAj2...i„]- 

Assim teremos: 

onde vemos que o segundo termo se anula, o que caracteriza uma liberdade de gauge 
que a agao e as equagSes de movimento apresentam. 

1.3 Topologia. 

Fagamos aqui uma breve discussao sobre a constante de acoplamento do termo de 
WZW. 

Definamos uma variedade B nao-compacta tal que A/'seja sua fronteira, ou seja, 
dB = M . O termo de WZW, definido em ( p,.l(j| ) pode ser transformado, via o 
teorema de Stokes, em: 



JM=dB 

= a f rf"+^x6^^^--^"+^if,,,,..,„^,(0)9^,0^\..9^„^,0^"+\ (1.21) 



Observemos porem que os campos estao mal definidos, uma vez que estes so 
existem em A/"e nao em B. Devemos entao extender o mapa para um de forma 
a mapear B em A^ . Para que possamos fazer isto para qualquer e 0, precisamos 
de que o n-esimo grupo de homotopia de M. seja trivial^ 

n^{M) = 0. (1.22) 



^O n-esiiTLO grupo de homotopia de A4. , (7r„(A^ ), e definido como o conjunto dos mapeamentos, 
inequivalentes por qualquer tipo de deformagao, de uma esfera 5" na variedade A^ . A operagao 
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Isto e importante pois caso 7r„(A^) 7^ 0, teriamos fronteiras em A^ que poderiam 
impedir a extensao do 0. 

Assim, chainando x^~^^ = t, teremos que = (f){x, t)f^ 

Fisicamente o valor do termo de WZW (Swzw) deve ser independente da escolha 
de B, entao podemos escolher outra variedade B' que tambem tenha A/'como sua 
fronteira, dB' = Af, e que satisfaga B — B' = S*""*"^, ou seja, topologicamente, B e 
B' sao inetades de uina (n + l)-esfera. 

^^"^"^^^ dB=N X'^'^X 



^; - e3 



dB'=N 





Chaineinos aVs o segundo membro da Eq.( |1.21| ), e aTs' o inesmo para a varie- 
dade B' . Quanticamente, as grandezas fisicas surgem a partir da integrals do tlpo 
JV(j)e^^^..., onde Inserlmos os campos que desejarmos na Integral. Para que a fislca 
do modelo nao dependa da escolha da extensao de Af, teremos que ter 



g*ai s = g^ai 5, ^ (1.23) 



ou, 

onde Sea. esfera B — B' . Desta forma podemos concluir que, 

ar^n+i = 27r/, (1.25) 

onde / e um inteiro qualquer. 
Observe agora que se 

vr„+i(Al)=0, (1.26) 

teremos que o mapa 0, que determina S = (f){B — B'), pode ser extendido ainda 
mais, para uma variedade (n + 2)-dimensional, V. Utilizando novamente o teorema 
de Stokes, poderemos fazer 

/ H = f dH = 0, pois dH = ddb = 0. (1.27) 

Js=dV Jv 



deste grupo e a soma dos mapeanientos. Por exemplo, em uma variedade R", todos os m.apea- 
mentos sao homotopicamente iguais a um. ponto. Se tivermos um buraco na variedade, porem, 
teremos que os mapeamentos que envolvem o buraco serao inequivalentes aos que nao o envolvem 
e tambem o serao entre si, pois um mapeamento que envolva duas vezes o buraco e inequivalente 
a um mesmo que envolva apenas uma vez. 

^Em situagoes onde dH ^ para algum ponto do espago, e preferivel definir o modelo de WZW 



atraves da Eq. ( 1.21 ) pois nestes pontos, b e mal definido. 
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Por outro lado, se 

7r„+i(^)^0, (1.28) 

significa que em V, o interior de S, existem "buracos" (n + l)-dimensionais, ou seja, 
S nao e a linica fronteira de V, teremos que 

dV = B + Era, (1.29) 

onde Rm e a fronteira do m-esimo buraco. O teorema de Stokes fica entao alterado 
para 



dH = H+ H = 0,ou, H = - H, (1.30) 

y J S ^ Rm ^ S <J Rm 

que em geral nao e zero. Definamos 

''h = Ts. (1.31) 







:^m) 



Ate aqui estavamos considerando que S pertencesse a primeira classe de equivalencia 
do grupo 7r„+i(A^ ) de homotopia, ou seja, que S envolvesse os buracos apenas uma 
vez. De maneira geral, S pode pertencer a outras classes de equivalencia, ou seja, S 
pode envolver multiplamente os buracos. Representando por um indice q o niimero 
de voltas, podemos dizer que topologicamente 

Sg = Si + ... + S, (1.32) 

e assim teremos que 

f H = q f H = qTs. (1.33) 

"' Sq -' Si 

Retornando a Eq. ( |1.25| ), teremos que aqTs = 27r/, como / representa um inteiro 
qualquer e q advem do mapa (p que nao e linico, teremos entao que ter a igual a 

a = —n, (1.34) 

com n inteiro, entao a Eq. (|1.21|) fica corretamente escrita na forma: 

27r 
Swzw = T^nTs. (1.35) 

i- s 
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1.4 Modelo a em Variedades de Grupos 

Apresentemos agora uma outra definigao do modelo sigma encontrada freqiientemente, 
p!7| , |T8[, que esta relacionada diretamente com variedades de grupos. 

Seja um grupo de Lie ©, e sejam g seus elementos: (? G ®. Definamos um 
mapa g = g{x) que relaciona A/'com a variedade de grupo de ©. Este mapa pode 
ser implementado via os vetores (p da algebra g atraves do mapa (p = 4'{x)- Entao, 
escrevamos 

g = e't' = e^'^\ (1.36) 

onde Ti sao os geradores da algebra. Dessa forma, a agao do modelo a nao-linear e 
definida como: 

S = J d-x^Y'Tr {g-%gg-'d,g) , (1.37) 

cujas equagoes de movimento sao: 

^"9'% (d.gg-') = 0. (1.38) 



Introduzamos o termo de WZW. Como dito na segao |1.2.1| , este e um termo 
topologico e para defini-lo, fagamos semelhantemente como na segao |1.3| . 

Sabemos que g{x) determina uma imersao de A/'na variedade de grupo ©. Fagamos 
uma extensao de A/'para uma variedade B, tal que dB = Af. Isto implicara em uma 
extensao g{B) se tivermos que 

7r„(@) = 0. (1.39) 

Assim, por exemplo, se A/" = 5", i? sera uma meia esfera 5*"^^. Escolhendo t como 
a (n + l)-esima coordenada, podemos definir g a satisfazer por exemplo 

g = g{x, t), g{0, x) = 1, ^(1, x) = g{x), (1.40) 

ou explicitamente, g = e*^'"^'*. 

Tendo isto, definamos uma (n+l)-forma: 



T =Tr 



definida em g{S"'^^). O termo de WZW e tido como o "fiuxo" desta forma atraves 
de B, [^. 

Swzw = I c^"+'xe^^-'^"+^r^,.„^„^„ (1.42) 



Pelos argumentos dados na segao |LJ, se 7r„_|_i(©) 7^ 0, a constante de acoplamento 
de Swzw devera ser um miiltiplo inteiro de |^, onde m e a integral ( |1.42|) feita sobre 
a esfera S^^^. 
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Assim, em n dimensoes o modelo a se escreve como: 

S = j(rxTr [g-'d,gg-'d^g) + a j (rxdie^^'-^^+'T^,...,^^,. (1.43) 

Em duas dimensoes de espago-tempo, teremos: 

S = j d'xTr (g-^d.gg-^d^'g) +aj d^xdie^^'^Tr [g-'d^gg-'d,gg-%g) . (1.44) 

1.4.1 Equivalencia entre os modelos. 

Consideremos que a variedade alvo, JH , possua isometrias que definem um grupo 
®. Observe que este grupo tera ^'^^^^' parametros, uma vez que este e o mimero de 
isometrias do espago i?" euclidiano que jutamente com os espagos de De Sitter e 
Anti-De Sitter sao os mais simetricos possiveis. Seja o grupo @, com elementos g, e 
parametros 0°. A metrica desta variedade e definida como [^ : 

gat = Tri{g-'),,g,k), (1.45) 

onde ,,. = — . 

Esta definigao claramente associa a Eq. ( |1.37D com a agao ( [L . Ij ) , pois: 

l^''gabd^rdu4>'' = l^''Tr{g-'g,,)d,rdu(p' = Tr{d,g-'d,g). (1.46) 

Quanto ao termo de WZW, podemos associar a definigao para variedades de 
grupo, Eq. ( p..42| ), e a definigao geral, Eq. ( [1.21| ) se fizermos a identificagao: 



pois assim, 



Ha,...a„+,=Tr\{g ^g,a,)...{g ^g,a„+,) 



Ha,...a„+,df,^(f)''...d^„+,=Tr\{g ^g,^,)...{g ^^,^„+, 



r. 



(1.47) 



1.48) 



Dessa forma, teremos: 



Swzw = q f d^^'xe^''->'^~''Ha,...a^^,d,,r'-Ar.+.r"^' = 

= q f d-^'xe^^-^-^%,...,^,,. (1.49) 

Uma associagao mais clara e geometrica entre as definigoes do termo de WZW, 
que sera feita a seguir, e encontrada quando analisamos o caso bi-dimensional (n=2), 
onde teremos uma relagao entre b, (7, e a torgao do espago-tempo. 
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1.5 Tetrada e Torgao 

Para que possamos mostrar a relagao entre as duas formulagoes do modelo a , e 
preciso discutir alguns topicos de geoinetria diferencial. Precisainos inicialmente 
definir uma metrica sobre © de forma que possamos calcular grandezas geometricas 
como curvatura. 

Nesta segao usaremos a seguinte notagao: 

• Simbolos em negrito ou com indices em negrito: tensores. (p. ex.: Ti) 

• Simbolos com indices em italico: componentes de tensores. (p. ex.: V^) 

• Metrica: g(A, B) = gabA^'B^. 

• Derivada de Lie entre dois vetores: £aB. 

• Derivada Covariante: (DaB)^ = A^Va-B* = A°'B^.a, onde o simbolo ;a indica 
a derivada covariante com respeito a a. 

• A Conexao em uma base de vetores Eg e definida como: De^Ec = ^tc^a- 

• E importante lembrar que em geometria diferencial os vetores comportam-se 
como diferenciais. 

• Indices de a-li sao do espago-tempo e indices i-z representam espago tangente. 

Observemos que, na algebra g, os vetores da base, Ti, satisfazem uma relagao de 
comutagao: 

[Ti,Tj] = Cf,Tk, (1.50) 

onde C^j sao as constantes de estrutura do grupo @. Como se sabe da geometria 
diferencial, uma base de vetores que nao comutam nao pode definir uma base coor- 
denada, uma vez que vetores coordenados comutam. Ademais, como a algebra e na 
realidade o espago vetorial tangente a variedade, sua metrica e constante. Define-se 
a metrica de uma algebra como, [pUj], 

rjij = Tr(TiTj). (1.51) 

Definamos a base tetrada T^* que encarrega-se de levar componentes do espago curvo 
para componentes da base ortonormal tangente, a algebra. Assim, 

g-'dag = Aa'T;. (1.52) 

Dessa maneira: 

9-%9 = g-^dagd,r = Ta^^r, (1-53) 
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onde Ta = A^^Ti, que e urn vetor de uina base coordenada, nao necessariamente 
ortonorinal. Assiin, a lagrangeana do modelo a principal se escrevera como: 

Tr{g-'d,gg-'d^g) = Tr{T^T^)d,rd^4>' = 

= gabd,rd^<P', (1.54) 



onde podemos ver que gab = ^a-^b''Vij- Esta e a lagrangeana da agao ( |1.37| ) 



Em resumo, o que temos e o seguinte. O espago tangente da variedade do grupo 
@ e a algebra g. Tomando sens geradores como os vetores da base, teremos que 
estes nao comutam. Isto e equivalente a dizer que a derivada de Lie entre eles e nao 
nula: i^TiTj 7^ 0, e como a metrica deste espago e constante, podemos interpretar 
OS vetores da base como formadores de uma base tetrada. Existe porem uma outra 
base vetorial cuja metrica e definida pela Eq. ( |1.45|) . Para fazer a transigao entre 
estas bases, definimos a tetrada Ta, Eq ( p..52| ). 

Para discutirmos a interpretagao do termo de WZW, precisamos discutir a questao 
da torgao na definigao das conexoes. O Tensor de Torgao e definido atraves de[^: 

Tor(X, Y) = DxY - DyX - £xY = DxY - DyX - [X, Y], (1.55) 

que e antissimetrico em X e Y. Podemos obter suas componentes observando que 
em termos dos vetores da base Ei pode ser escrito na forma: 

Tor(X, Y) = TjfcX^y'^Ei (1.56) 

e teremos a antissimetria representada por: T^jk = T^[kj]- 

Usualmente, a definigao da derivada covariante, logo da conexao, exige que 
Tor(X, Y)=0 para qualquer vetor. Porem esta condigao sera relaxada pois existe 
uma estreita relagao entre a torgao e o termos de WZW em duas dimensoes. A outra 
condigao usual, que sera mantida e a constancia covariante da metrica, a saber: 

Dxg = 0. (1.57) 

Como estamos procurando as componentes da conexao, calculemos, g(Z,DxY), 
que apos facil manipulagao fica: 

g(Z,DxY) = i{X[g(Z,Y)]+Y[g(X,Z)]-Z[g(X,Y)] + 

+ g(DzX - DxZ, Y)) + g(DzY - DyZ, X) + 

+ g(DxY-DYX,Z)}. (1.58) 



10 



A notagao aqui segue semelhante a |ll| 
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Utilizando a torgao, tereinos: 

g(Z,DxY) = i{X[g(Z,Y)]+Y[g(X,Z)]-Z[g(X,Y))] + 

g([Z,X]+Tor(Z,X),Y))+g([Z,Y]+Tor(Z,Y),X)) + 
g([X,Y] + Tor(X,Y),Z))}. (1.59) 



Para recobrar a relagao usual sem torgao, como em []Tl| p. 40] , basta fazer Tor(X, Y)=0 



Substituindo os vetores X,Y, Z, por vetores de uma base, En, teremos: 

g(Ea, DE,Ee) = i {Ebg(Ea, Ee) + Eeg(Eb, Ea) " Eag(Eb, Ee) + 

+ Ccab + Cbac + Cabc + Tcab + T^ac + Tabc] = ^ abci (1.60) 

onde aqui definimos, 

g(Ee, [Ea, Eb]) = C"^afeg(Ee, Ed) = gcdC\, = C,fe, (1.61) 

g(Tor(Ea, Eb), Ee) = T^afeg(Ed, Ee) = gdcT^ab = T,ab. (1-62) 

Em uma base tetrada, onde a metrica e ortogonal e constante, Eig(Ej, Ek) = 0, 
entao teremos: 

^ijk = ■^ \VkiC ij + rjjiC ik + rjiiC jk + Tj^ij + Tjik + Tij^^ . (1.63) 

Em uma base coordenada: 

^abc = 2 {dbgac + dcgab - dagbc + Tabc + T^ac + Tcab] ■ (1.64) 

Tentemos agora encontrar as componentes da torgao. Calculemos a derivada 
covariante da base tetrada: 

DE,Ti = Da,(VEa) (1.65) 

e tambem temos que: 

DE,Ti = D^^.^^T; = A,^AfeT5,Ec. (1.66) 

Entao: 

DEjA.'^Ea) = Kb'^kT%^o. (1.67) 

E interessante para variedades de grupo estudar apenas o caso da torgao com- 
pletamente antissimetrica. Entao, admitindo que 

Tijk = T^ijki, (1.68) 
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poderemos escrever as componentes da derivada da base tetrada como sendo: 

A,^, = ^ {Afe^Afc'^C^, + T,,kV"'^Ab''Am''} ■ (1-69) 

Para chegarmos em nosso objetivo, que e relacionar a torgao com o termo de WZW, 
exijamos que a tetrada seja uma constante covariante, ou seja, 



o que implicara em 



A.";fe = 0, (1.70) 



T\, = A,'AJA,^C^^. (1.71) 



Observe agora que 
Tr{g-'g,iag-'g,b9-'9,c]) = Tr(T[aTbTe]) = A„%-'A/Tr(T[iTiTk] 



A,^A,^A,'=Tr(4TiTk + CJ,T,Ti + C^TiTj) 



1 

6 

1 

77 Aq, Afo Ac [Ckij + Cijk + Cjki) = 

^Aa'A,^A,'^Q,k. (1.72) 



Assim, 



Tabc = 2Tr{g ^g^^^g ^g,bg ^g,c])- (1-73) 

Ou seja, em uma variedade de grupo, se impusermos a condigao de "integra- 
bilidade" da tetrada, Eq. ( |1.7(JD , e exigirmos a antissimetria da torgao, teremos a 
mesma definida pelas Eq. ( |1.71|) ou Eq. (|1.73|) . 



Ja sabemos, das equagoes de movimento, Eq. ( |1.20|) , que Sif^vj cumpre o papel da 
torgao. Em uma variedade de grupo, a torgao e definida atraves da equagao acima. 
Para que possamos interpretar o termo de WZW definido em Eq. ( |1.21|) como sendo 
a torgao do espago-tempo, teremos que definir 

2 

Habc = -Xibc- (1-74) 

1.5.1 Invariancia Conforme 

Um dos aspectos mais importantes do modelo sigma e a analise de sens pontos 
criticos, em particular, sabe-se que modelos sigma em duas dimensoes podem ser 
ajustados a fim de que estes sejam finitos, ou seja, com fungao beta nula. Uma 
analise deste assunto pode ser vista em |T^. Recapitulando esta questao, temos que 



o modelo sigma da forma geral 

S=^J d'xTr {d.gd^g-') + ^J d^e'^'^^Tr {g-'d,gg"'d,gg~%g) , (1.75) 
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apresenta invariancia conforme no ponto A^ = — . Neste ponto, podemos escrever 
as equagSes de movimento de maneira mais simples. No cone de luz teremos 

d- (g'^d+g) = 0, para A^ > e 9+ (g'^d^g) = 0, para A^ < 0. (1.76) 



Para chegar a estas equagoes, devemos calcular a variagao da agao com respeito 
aos campos g. O termo principal e relativamente simples e lembrando que Sg~^ = 
—g^^6gg^^ teremos 

S {d.gd^g-') = {6gd,{g-'d^g)g-') . (1.77) 

O termo de WZW e mais interessante pois e topologico e vive num espago de 
tres dimensoes. Observe que apos integragao por partes, a sua variagao assume a 
forma 

6T = ?> j £ye^''PTrd,(g-^5gg-^d,gg-%g) 
= 3 j d'xe^-'Tr {g~'6gg~%gg-'d,g) = 
= -?, j £xt^''Tr[g-^5gd^[g-^d,g)]. (1.78) 

Desta maneira, podemos escrever as equagoes de movimento da agao (|1.75|) como 
—d, {g-'d^g) g-^ - ^, (g-'d^g) = 0. (1.79) 

bomo no cone de luz g = e e = , teremos que no ponto critico, 

\i J \^-ioy 

as equagoes de movimento serao exatamente as descritas em (|1.76| ). 

Desejo aqui ressaltar dois detalhes. Primeiramente, no ponto critico, a razao 
entre os coeficientes do termo principal e do termo de WZW e |, ou seja, esta 
e a razao para que tenhamos invariancia conforme, considerando que esta nao e 
alterada por um termo global na agao. Observemos agora que quando temos a 
torgao, da Eq. ( |1.20| ), igual a torgao da variedade de grupo, Eq. (|1.73| ), as equagoes 
de movimento tornam-se 

d+d^r + (r%c + r,:)9+/9„0^ = 0. (1.80) 



Para que possamos relacionar estas equagoes com a Eq. ( |1.76| ), observemos que se 



g = goe'^"'^', onde 0* e infinitesimal e g esta proximo de go, teremos 

d- (g-'d+g) = (d^d^4>'^ + C^^d+4>'d^4P) ~g-'T^~9 = 0. (1.81) 
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Observe agora que se escrevermos a Eq (|1.8CI|) utilisando a base tetrada (ortonormal 
da algebra) teremos que 

^ijk = T^Cijk, (1-82) 



como Tijk = jCijk, a Eq. (|1.80|) se escreve como 



d+d.cj)' + Cf,.9+0*9_</^ = 0, (1.83) 



que e a mesma equagao de ( |1.81| ), logo para termos invariancia conforme, H = ^T. 



1.6 Agao Efetiva. 

A teoria de Cordas Bosonicas descreve uma follia mundo sobre o espago-tempo. 
Observando sua agao, ve-se que nao existe nenhuma restrigao sobre o espago-tempo 
fisico, na forma de que nao existe nenhuma restrigao sobre a metrica gy. Isto ocor- 
rendo no nivel classico. Como sabemos de varias teorias fisicas, a quantizagao via 
de regra nos traz "surpresas" com relagao as simetrias e leis de conservagao, muitas 
vezes violando-as, dando origem as chamadas anomalias quanticas. Para buscar- 
mos a influencia quantica sobre a metrica, devemos ver que ela se comporta como 
uma "constante de acoplamento" da agao bi-dimensional, e desta forma seu com- 
portamento quantico sera dado pela fungao (3, que define a variagao da constante 
de acoplamento com o cut-oflQ: 

A agao de Polyakov da Corda Bosonica sobre uma variedade e Q: 

Sp = ^ j d^cr^g'^'G^,{X)daX^d,Xr (1.85) 

Onde nesta agao, G^^ e a metrica do espago-tempo, gab e a metrica da folha-mundo 
da corda, X^ e o vetor posigao no espago-tempo e a' e a "inclinagao de Regge". 
Aqui estamos considerando que $ = B^^ = \^ = 0, ou seja, estamos desprezando o 
dilaton, o tensor antissimetrico e o termo potencial. 
Fagamos uma expansao na metrica, da forma: 

G^,{X) = 7]^, + h^,{X), (1.86) 

onde hfj^u e pequeno, poderemos escrever o funcional gerador como: 

^^ Nesta segao usaremos os indices gregos para o espago-tempo fisico (o espago-alvo) e latinas 
para a folha-mundo. 

i2|, (l|, cap. 1.2, H, cap. 3.4,ll§, cap. 15. 
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Z, = |mme-^-' (l - ^ I d^a^g''X,{X)daX'^dkX'' + 0(a'2)) , (1.87) 

onde o indice rj na agao indica que estamos usando a metrica de Minkowsky em 
vez da metrica geral G. O segundo termo que aparece entre parenteses, e o ope- 
rador de vertice do graviton da corda fechadaQ VgravUon que representa a insergao 
de um gravitonQ. Considerando os termos de ordem superior em a, teremos a 
exponenciagao do operador de vertice: e^^'''"'''"" , que define um "estado coerente" 
de gravitons. Desta maneira, e natural pensar que ao se utilizar a agao definida 
1.85| ), teremos a descrigao completa da interagao gravitacional. Ou de outra 



em 



maneira, a descrigao da corda sobre um espago-tempo curvo. 

Para quantizar a agao de Polyakov, definamos o funcional geradorQ: 

Zj= [vXe-^^--^-^, (1.88) 

onde X.J = ^ dPaX^J^. Definamos o funcional energia: 

e-^ = Zj^W = -\nZj, (1.89) 

onde J e uma fonte acoplada ao campo X'^, que sera levada a zero no calculo dos 
valores esperados. Atraves deste funcional, podemos definir o campo medio: 

5W 
X^{a) = ^, (1.90) 

Definamos entao a agao efetiva: 

r(x) = w{j) - x.j{x). (1.91) 

Este ultimo funcional, escrito em termos da fiutuagao quantica: H* = X* — X*, 
assume a forma: 



E importante lembrar que a agao efetiva nos fornece os diagramas IPI, ou seja 

e-^ / r'n/(n)e-^[^+"i+"-^ = (/(n)) , (1.93) 



^•^Podemos fazer /i^^ = — 27ra'e*'^'^I?p,y, hf^i, assume a forma de um graviton. 
i4cap:3.6-[p| 



^^Como em [p_5[, cap:9 
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onde o valor esperado e calculado apenas com os diagramas irredutiveis de uma 
particula. 

Expandindo a agao efetiva em serie de Taylor e guardando apenas a primeira 
ordem em 11, poderemos escrever a agao como: 



onde, 



O" 



-G.^daWd'^w + A«,n^9,n^ + -B^^ww 



;i.94) 



Aa 



2^ pa,nvd"' X'^ daXP 



Vale observar que estes campos definidos acima nao sao, na realidade, campos 
propagantes. Podem ser pensados como campos classicos "de fundo", que agem 
como fontes do campo quantico. 

Inserindo um regulador infravermelho, ^ (Pa^5ijWW , podemos obter as regras 
de Feynman. Diagramaticamente: 



/^ 



A /p. 



B 





— 


p^ + m^ 


'V 






a 


= 


Aa p 


> 






-V 








= 


Bij,u- 



(1.95) 



;i.96) 



;i.97) 



/^ 



Nesta teoria a constante de acoplamento e a metrica G^^,^. Para sabermos sua 
dinamica, ou seja o grupo de renormalizagao, precisamos calcular os contra-termos 
e a fungao beta. 

Gf,u cPp 



- / At.Pr 



flW 



n 




- B 



At.P, 



"p^ + im? (2 

G^''' (Pp 

"" p^ + m^27iy 



1.98) 

;i.99) 
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Qaf, 



cPp 



" (p - A;)2 + m2 (27r)2 (1-100) 

Nesta aproximagao, temos apenas corregoes quanticas para o vacuo. Observe que 
o primeiro diagrama e nulo e nesta teoria temos dois diagramas logaritmicamente 
divergentes. 

Calculando as integrals, utilizando os parametros de Feynman e Regularizagao 
dimensional (que nos fornecera o parametro de massa /x"^), podemos concluir que a 
parte divergente destes dois diagramas escreve-se como: 



+ 



u" / 2 

— h In A + finitos 



4tt 



-d'^X'^d^X^ X 



-G 



pCTjfJ.U 






(1.101) 
onde A = w? + x[x + l)/i;^, e temos implicitamente uma integral /q dx sobre o 

logaritmo (onde x e o parametro de Feynman). 

O termo acima nos dara o contra-termo da metrica. De acordo com ||T^, podemos 

reescrever a expressao acima de forma a obter: 



5, 



(jfiv 



47re 



(i?^^ - V(^r^) j . 



;i.l02) 



Onde Fj, = g^^g'^^T'^^. Dentro da agao efetiva, o termo da derivada, no segundo 
fator, pode ser integrado por partes, ou seja: 



V(^F,)a,X^a"X^ = V^iT^daX'^d^^X") - 2T,V^{d''X'')daX^ 



^1.103) 



O primeiro termo do segundo membro e uma diferencial total, e o segundo termo e 
proporcional as equagoes de movimento, Eq. (|1.3|) , anulando-se na camada de massa. 
Logo o linico termo relevante para o contratermo e o tensor de Ricci . 

Podemos agora renormalizar a metrica G^u definindo a metrica nua como sendo: 



G 



/^^(G" + 



-R 



■/lU J 



"" "^'^^^ ■ Aire 
A fungao [3'^ da metrica pode ser calculada, utilizando da equagao acima: 



1.104) 



R 



G ^^Pu 



■pv 



;i.io5) 



A Invar iancia Conforme. 
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A agao de Polyakov e classicamente invariante por transformagoes conformes. 
Esta simetria reduz em inuito o mimero de variedades inequivalentes a serein so- 
madas e e uma caracteristica marcante da teoria de cordas^ No nivel quantico, 
porem, e necessario verificar as circunstancias nas quais a invariancia conforme e 
mantida. 

Seja a metrica g^^^, um escalar A e vetores fc^ infinitesimais. Se para algum A: 

Sgf^u = V^A;^ + V^k^ + 2Ag^^ = 0, 

entao /c^ sao os vetores de Killing conformes. (se A = 0, sao apenas vetores de 
Killing). Abaixo temos como algumas grandezas geometricas transformam-se por 
transformagao conforme: 



g^. ^ e2^(^)g^., yg ^ V||e2Ag^,|| = e"^(^) 

A invariancia por mudangas de escala (transformagao conforme) esta relacionada 
com OS zeros (pontos criticos) da fungao beta, uma vez que nestes pontos a cons- 
tante de acoplamento nao varia com a escala de energia (que e inversamente propor- 
cional a escala de distancias). Para evidenciar esta relagao, consideremos apenas as 
transformagoes conformes definamos um escalar que esta ligado ao tensor momento- 
energia|^: 

5S = I crx^A{x)T. (1.106) 

A partir desta definigao, calculemos T explicitamente: 

8S = ^.5g^, = ^.2Ag^, = /d"x2Ag^,^, (1.107) 

implicando em 

VgT = 2g^,^. (1.108) 

Usando agora a agao ( |1.85| ), calculemos o termo acima explicitamente: 

A Q 

2gM.T >eL = T, (1.109) 

onde neste calculo deve-se atentar para os fatos de que ^^g = ^y/gg°'^Sga/3, que 



^al3 



Ss^i^ 



—g°'^^g^'^ e que n = 2 + e. 



^'^Veja II , cap. 3.4.3 

""^^Como as transformagoes conformes nao tem diregoes preferenciais, a grandeza conservada 
tambem na pode conter indices, deve ser um escalar. 
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Utilizando a agao efetiva tereinos: 

ST = /[ d\,/gA{x)T\ = f d^x^A{x) (T) 
Utilizando o resultado da Eq. (|1.109D , teremos que: 



^l.llO) 



T = eC^e{C). (1-111) 

Esta e a anomalia conforme. Observe que a priori (T) deve ser zero, mas o 
valor esperado da Lagrangeana nao e necessariamente zero. Integrando a anomalia, 
teremos: 

Jd'x^{T) = e{S). (1.112) 

A agao depende linearmente da metrica nua G^u, entao podemos escrever: 

eS = eG,,.^. (1.113) 

Fazendo uso da Eq. ( |1.104[ ), que relaciona as metricas nua e renormalizada, 
podemos ver que: 

5G <5G^ 6G ^ 6G ,^ ^^^, 



Relacionando esta equagao com a Eq. (|1.113|) , e calculando o valor esperado 
atraves da agao efetiva, teremos: 

A anomalia integrada fica da forma: 

Jd^x^{T)=PG^. (1.116) 

Para a teoria ser livre da anomalia conforme, devemos verificar o ponto em que a 
fungao beta da metrica se anula, ou seja: 

Pgj^ = O^Pg = 0. (1.117) 

Desta forma chagamos ao resultado de que, para a teoria de cordas manter a 
invariancia conforme, o segundo fator da Eq. ( |1.102| ) deve anular-se. O termo da 



derivada de T anula-se, e a equagao que deve ser obedecida e: 

R^u = 0, (1.118) 

que e na verdade a Equagao de Einstein da gravitagdo para o vacuo. 



Capitulo 2 
Supersimetria 

2.1 Introdugao 

Simetrias de uma agao sao definidas como transforinagoes nos campos da agao que 
deixam esta invariante. Os exemplos inais comuns sao as invariancias de Lorentz e 
gauge das teorias de Yang-Mills. Uma agao pode conter campos bosonicos, comu- 
tantes, e campos fermionicos, anti-comutantes, ou grassmannianos. 

E possivel construir transformagoes que levam campos bosonicos para campos 
fermionicos e vice-versa. Uma delas e a Supersimetria, que relaciona campos es- 
calares, e campos espinoriais. Para definirmos esta simetria precisamos observar 
que em um espago de D dimensoes, os espinores de Weyl tem 2^/^ componentes 
reals. Podemos entao introduzir a supersimetria como: 

Em uma dimensao: 

6,(j) = eij, Sip = -ied(f). (2.1) 

Em duas dimensoes: 

6,(f) = e"V^„, 4^/3 = -^e"C^a^0, (2.2) 

onde 0"^ sao as matrizes de Pauli em duas dimensoes e e, o parametro da trans- 
formagao, e um espinor de WeylQ. 

Utilizaremos as seguintes definigoes para contragao e manipulagao de indices: 

V-" = e"%, (2.3) 

V-a = eapip'^, (2.4) 

0a™e = rC^e^ (2.5) 

onde ea3 e o tensor completamente antissimetrico. 



^Supersimetria em quatro dimensoes pode ser encontrada em [p6[ 
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E usual definir, em duas dimensoes, as matrizes a de Pauli como sendo 

'(2.6) 
Neste trabalho utilizaremos as coordenadas de cone de luz, definidas como 

x+ = -{x'' + x'), x- = -(x°-x^), (2.7) 

onde x^ e x^ sao as coordenadas usuais de Minkovisky. Neste sistema de coorde- 
nadas, as transformagoes de supersimetria, Eq. (p.2|), escrevem-se como: 

64 = e>,, S4± = -te^d±<P, (2.8) 

uma vez que a^^ = i(a°^ ± a^^). 

Exemplifiquemos, com uma agao bem simples, a supersimetria. Consideremos a 
agao de um escalar real livre e de um espinor real, no cone de luz: 

S = f d^x{(pd+d-(j) + iil)+d.i)+ + iil).d+i).). (2.9) 

Para constatar sua invariancia sob transformagoes de supersimetria, calculemos a 
variagao da agao. 

5,S = I d^x{2S,(j)d+d_(f) + 2i5,ip+d_'4)+ + 2i5,^_a+^_) = 

= j (fx{2e''%l)^d+d^(t) + 2e+9+09_V^+ + 2e-9_09+^_) = 0. (2.10) 

Logo vemos que esta agao e de fato supersimetrica, onde utilizamos o fato de que 
e" e uma constante, e integramos por partes ao final. 

Para sermos mais completos, precisamos definir a algebra de supersimetria. Da 
mesma forma que rotagoes em um piano definem 5*0(2), podemos escrever a su- 
persimetria de forma que defina um grupo de Lie. Muito de um grupo de Lie e 
determinado pela sua algebra, entao, definamos a algebra de supersimetria: 

[5„5c] = -2eV™C^P„, (2.11) 

onde 5^ , 5^ sao elementos da algebra (transformagoes infinitesimais) e Pm e o mo- 
mento, —idm- Esta algebra deve ser satisfeita quando atuada sobre os campos de 
uma agao supersimetrica. Testemo-la sobre o campo bosonico 0. 
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= 2^e"</^9„0. (2.12) 

Veinos entao que para o campo a algebra e satisfeita. Por outro lado, encon- 
traremos algo diferente ao aplicarmos a algebra sobre os campos fermionicos, ip. 
Observe que 

[Se,Sc]i^± = <5e(-<^9±0) - 5c(-Ze±9±0) = 

= -^C^e''^±^|J^ + ^e^C^±^Pa, (2.13) 



nao e o segundo membro de ( p.8| ), podemos, no entanto, fazer a algebra cumprir-se 
caso utilizemos as equagoes de movimento do campo ip, a saber, 

9±^^ = 0. (2.14) 

Aplicando estas equagoes no segundo membro de ( p.l3| ), teremos: 



- iC^e''d±ipa + ie^Cd^ip^ = -<^e±(9±^± + ie^C^d^ip^ = 2ie±C^(9±^±, (2.15) 

satisfazendo, entao, a algebra de supersimetria. Logo vemos o fato interessante de 
que a algebra so se cumpre na camada de massa dos campos ip. Para contornar este 
fato e termos a algebra fechando fora da camada de massa, precisamos introduzir 
um campo auxiliar bosonico nas transformagoes de supersimetria. Estas ficam: 

<5,V/3 = -^eV-^a^0 - ^e^F (2.16) 

Os campos (p, ip" e F formam o multipleto supersimetrico escalar. As transformagoes 
acima satisfazem a algebra de supersimetria, Eq. (|2.11| ) , sem nescessidade de equagoes 



extras. Podemos incluir o campo F na agao como um campo auxiliar, que pode ser 
eliminado algebricamente da agao. Teremos entao: 

S = [ d^x{(pd^d^(p + i^+d_ip+ + iip_d+ip_ - FF). (2.17) 



2.2 Supercampos 

Para evidenciar a supersimetria em uma teoria, consideremos que o espago seja 
formado pelas D dimensoes usuais, x^^ bosonicas, e por 2^/^ dimensoes extras 
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porein, mapeadas por coordenadas grassmanianas, 6°', fermionicas. As coorde- 
nadas ferinions sao espinores de Weyl, coino aciina. Desta forma podeinos definir a 
"supercoordenada" : 

^A^ = (a;™,r). (2.18) 

O espago mapeado pela supercoordenada chama-se superespago. 

Antes de continuarmos, relembremos o seguinte fato. O espago euclidiano ma- 
peado pelas coordenadas x*" pode ser visto como o espago tangente, do grupo de 
translagoes gerado pelo momento Pm, ou seja, a algebra. Desta forma, considerando 
um vetor x"^Pm, da algebra, o correspondente elemento do grupo das translagoes e 
definido como: 

4 = e-"'"-P™. (2.19) 

Este grupo obedece a algebra abeliana das translagoes: [Pm, Pn] = 0, o que implica 
em: 

ejy = e-^--Pn.^-^y-Pr. = ^-^i.+yrPr^^ (2.20) 

onde usamos (e usaremos a seguir) a relagao e^^e^ = e^+^+i^-^'^]^ ge [A, [A, B]] = 0, 
que e o nosso caso. 

Estas transformagSes entre elementos do grupo induzem uma transformagao nos 
vetores da algebra: 

x'^^ix + yr. (2.21) 

Desta forma, Pm pode ser escrito de maneira a gerar estas transformagoes no espago 
tangente, a saber: Pm = —idm- Assim 

e^^'-fix) = (1 + y"^dm + \y'^y''dmdn + ..)f{x) = fix + y), (2.22) 

pois esta e a expansao de Taylor de f{x + y) em torno de x. Retornando a super- 
simetria, definamos um gerador Qa, tal que 5^ = ^°'Qa, e que satisfaga a algebra de 
supersimetria Eq. ( |2.11| ). Devido ao fato de que Qa e grassmaniano, a algebra a ser 



obedecida fica na forma: 

{Qa,Q/3} = 2<^P^. (2.23) 

Podemos pensar agora o superespago como sendo a algebra do grupo de super- 
simetria, gerado por Pm e Q^- Analisando a parte fermionica, podemos definir o 
elemento de "supertranslagao" como sendo: 

4 = e^"'5.^ (2.24) 

e como sua algebra nao e abeliana, a composigao assume a forma: 

igi^ = e'^'-Q^e^'-Q- = e(^+«)"Q"+^-™«^™, (2.25) 
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ou seja, a composigao de duas translagoes fermionicas gera uma translagao espacial 
bosonica: 

Oa'^^Pn, = -i6x^Pm -^ 5x™ = i^a™e (2.26) 

Definindo uma base coordenada da = -^ e dm, podemos definir Qa como: 

Qa = da-te''a::^dm, (2.27) 

este operador induzira a transformagao no espago tangente: 

(1 + CQa)^ = (1 + eQa){x''' + e") = (x™ - tOa'^'O + (0 + 0^. (2.28) 

Define-se usualmente a derivada covariante supersimetrica como sendo: 

Da = da + te^a^,dm. (2.29) 

Este operador anticomuta com o gerador de supersimetria e satisfaz uma algebra 
muito semelhante a (|2.23|) , porem com o sinal trocado: 

{Da,D^} = -2<^P^, (2.30) 

{Da,Qp} = 0. (2.31) 

Observe que e de extrema importancia que a derivada covariante anticomute com 
o gerador de supersimetrias, pois isso nos diz que Da e supersimetrica. 

Podemos agora definir os supercampos. Supercampos sao fungoes que depen- 
dem de M: f{M) = f{x,6). Como as variaveis grassmanianas anticomutam, uma 
expansao em potencias de 6" so se desenvolvera ate o termo 6"^ . No caso bidi- 
mensional (n=2), teremos que: 

fix,e) = f{x,9)\e=o + e-daf iM)\e=o - \e'd-daf{M)\e=o. (2.32) 

E usual definir campos dependentes apenas de x"^ para cada termo da expansao. 
Entao, a maneira comum de se definir a expansao de um supercampo em termo dos 
sens campos componentes e: 

fix, 6) = 0(x) + e'^iJaix) + ^9^F{x). (2.33) 

Assim evidenciamos os campos componentes do supercampo, a saber, um campo 
escalar, um campo espinorial e um ultimo campo escalar. 

E importante ver que uma lagrangeana definida a partir de supercampos, e su- 
persimetrica. 
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I Q^L{M)d'^x<fe = [{da + ie'^aJ^dJ)L{M)(fx<fe = 0, (2.34) 

pois, o primeiro termo e uma derivada total, e o segundo pode ser integrado por 
partes. 

Em duas dimensoes e no cone de luz, podemos definir o gerados de supersimetria 
como: 

Q+ = ^ - te+d^ (2.35) 

Q- = ^-te-d., (2.36) 

que satisfaz a algebra usual: 

|g + ,g + | = 2P+ (2.37) 

e zero nos outros casos. Da mesma forma, as derivadas covariantes escrevem-se: 

D+ = ^ + ^O^d^ (2.38) 

D_ = ^ + z9-d. (2.39) 

Claramente podemos reescrever estas expressoes utilizado das matrizes a: Da = 

2.3 Multiplas supersimetrias 

Assim como definimos a transformagao de Supersimetria entre um campo escalar e 
um conjunto de fermions, podemos definir mais simetrias semelhantes relacionando 
o mesmo campo bosonico com outros campos fermionicos, ou seja, mais supersime- 
trias. Chamaremos o mimero de supersimetrias de N. N=2, duas supersimetrias, 
N=l, uma, N=0 e o caso bosonico. 

Para implementar estas novas simetrias no formalismo ja exposto, consideremos 
varios geradores de supersimetrias: Q^-, onde A indica qual gerador estamos nos 
referindo. A algebra de Susi assume a forma: 

{g^,Qf} = 2a™P„M^^. (2.40) 

Consideraremos M^^ = I^^ no nosso casoQ. Seguindo, podemos associar a cada 
nova supersimetria um novo conjunto de variaveis fermionicas 6'^, e definir supercam- 
pos com N supersimetrias. Como exemplo, fagamos o caso N=2 em duas dimensoes: 

(2.41) 



^Este M esta relacionado com a carga central definida em |l6| 
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onde OS campos do multipleto acima vein diretamente da expansao da Taylor de 
/(x, 9, C,) em torno dos pontos 9 e ^. 

Podemos definir agSes com miiltiplas supersimetrias da mesma forma como o 
caso N=l, assim teremos 

S = d^'xYl d^''^'9^L{x, 9^), ou no caso N=2, 

S = I dPx<f9<fiL{x,9,i). (2.42) 

Este e o formalismo manifestamente supersimetrico. 

Existem outras maneiras de termos supersimetrias extras que nao apresentam- 
se de maneira manifesta. Uma delas pode ser definida da seguinte maneira. Seja 
uma agao com supersimetria N=l manifesta contendo varios supercampos escalares 
{/)*, onde o indice indica qual campo estamos nos referindo. Outras supersimetrias 
podem ser introduzidas se considerarmos a seguinte transformagao: 

5,(t)' = e'^fjD^ct)^. (2.43) 

Podemos considerar estas equagoes como sendo variagSs das Eqs. ( |2.2| ), mas para 
serem supersimetrias, a algebra (|2.11|) deve ser satisfeira. 



- r,J',,k + J'jJ'k,i) Dp<j)^D^<p^. (2.44) 



[S,,6^]<P' = 2te"ecTZdm<P\ (2.45) 



Para que tenhamos 

teremos que ter o termo dos anticomutadores multiplicado por — 1, e o restante nulo. 
Isto implica nas condigoes ^^, |21], |22[ : 

J'jJh = -5'k, e J iJ ijfi - J jJ [ij] = 0. (2.46) 

Estas condigoes coincidentemente sao as condigoes suficientes para que J seja 
uma estrutura complexa, implicando que (j)^ sejam coordenadas de uma variedade de 



Kaliler. Isto sera mellior explicado na segao |3.2| . De qualquer maneira e importante 
ressaltar que para termos mais supersimetrias com o mesmo conteiido de campos, o 
espago alvo tem que ser Kahler. 
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2.4 Duas Supersimetrias 

Alem das coordenadas bosonicas x™ e das duas diregoes fermionicas 6°'{= O^), in- 
troduzamos mais duas diregoes, 02, com derivadas covariantes e geradores de super- 
simetria identicos aos mesmos para as variaveis 6'^. 
Assim teremos: 

QAa = de-x - lO^A^pdm, DAa = dg^ + ^^^C^5^, (2.47) 

onde a, P = 1, 2, sao os indices espinoriais e A,B = 1,2 sao os indices de supersime- 
tria. Estes operadores ssatisfazem a algebra usual de supersimetria, Eq. (|2.23|) . 
Agora podemos redefinir as variaveis fermionicas de uma forma mais conveniente: 

^" = ^ (0? - ^^2 ) , ^" = ^ (^r + ^0^) . 
^ = ^(D? + zD2"), ^" = ^ (D? - z/^2") • 



Que satisfaz a algebra: 

{^±,^±} = 2P±, (2.49) 

onde aqui nao ha soma sobre os indices a e ja fizemos a escolha da representagao 
das matrizes sigma (coordenada de cone de luz, Eq. ( p.7|) ). 

Para construirmos uma agao manifestamente supersimetrica N=2, em duas di- 
mensoes, teremos que considerar inicialmente que a medida da integral da agao e 
d?x(P'9id?92 cuja dimensao de massa e nula, uma vez que [d?x\ = —2, [d'^6] = —1. 
Isto implica que qualquer lagrangeana proposta deve ser adimensional. Em varie- 
dades de grupos, a lagrangeana e expressa em termos de campos e sens inversos, 
logo nao contribuindo para a dimensao, desta forma a presenga de derivadas nao e 
permitida ja que estas contribuem para a dimensao de massa. 

Desta forma, agoes manifestamente supersimetricas N=2 em duas dimensoes tem 
que ser da forma: 

S= f d^xd^OKi^^, ^a) = I d^xd'^eXiOia, ^2a), (2.50) 

onde K e um campo escalar e d'^6 = d'^9id'^92- 

Como na agao ( |2.50| ) nao existem derivadas, toda a dinamica da teoria e definida 
por possiveis vinculos a serem satisfeitos pelo campo escalar K. E demonstrado que 
uma grande classe de modelos a podem ser compostos por campos quirais e quirais 



torcidos [^. Desta forma, restringir-nos-emos a potenciais da forma: 

i^(^ia,^2.)=i^($,$,A,A). (2.51) 

Definiremos a seguir estes dois tipos de campos: 
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2.4.1 Campo Quiral e Quiral Torcido. 

Seja um supercampo N=2, $ = $(a;, 6'i, ^2), e seu conjugado complexo. Con- 
siderando que as quatro derivadas covariantes ^a, ^a definem, cada uma, diregoes 
no superespago, os campos quirais sao definidos como aqueles que se propagam 
apenas na diregao holomorfica, ou seja: 

^a^ = 0, ^«$ = 0, (2.52) 

onde a segunda expressao vein do fato dos campos conjugados (anti-quirais) propagarem- 
se na diregao anti-holomorfica. Pela definigao de ^a, Eq. (|2.48|) , estas condigoes 
implicam que: 

Dla^ = tD2a^, Dla<l = -tD2a^, (2.53) 

e tambem temos que: 

L)2$ ^ -Dl<^, Dl^ = -Dl^. (2.54) 

De posse destas relagoes cinematicas, podemos encontrar relagoes entre os compo- 
nentes do multipleto $. A expansao em potencias de 62 nos fornece 

H01, 02) = <P{Oi) + 0^M0i) + 0lF{e,), (2.55) 

em que aqui cada campo componente e um supercampo N=l. Observe que por 
definigao, 

ipa = -tD2a^\e2 = -iDia(f), (2.56) 

F = -\dI^\o,=o = -\dI<I>, (2.57) 



onde usamos as Eq. (|2.53| ) e Eq. (|2.54|) . Concluimos que o campo quiral N=2 <l> tem 



apenas um campo independente no seu multipleto, a saber o campo N=l que nao 
satisfaz nenhum vinculo. 

Repetindo os passos anteriores agora para o campo anti-quiral $, teremos que 

$(^1, 02) = ^{0i) + 0^M0i) + \0lF{ei), (2.58) 

e a expansao em campos componentes 

ipa = iD2a^\e2 = -iDia(j), (2.59) 

F = -^Dme,=o = ~\dII (2.60) 

Introduzamos agora os campos quirais torcidos (do ingles twisted chirat), A(s, 9i, 62) 
Estes campos tambem obedecem relagoes cinematicas porem diferentes das satis- 
feitas pelos campos quirais. Elas sao 
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^+A = ^„A = 0; ^+A = ^„A = 0. (2.61) 

O titulo torcido pode ser sugerido se observarmos que estes sao campos quirais 
usuais onde trocamos ^_ ^^ ^_. 
Estas condic5es implicam que: 

D+iA = iD+2^, D_iA = -iD_2^. (2.62) 

D^^A = -iD+2^, D_iA = iD_2^, (2.63) 



ou melhor: 



onde, 



Alem disto: 



D2aA = MjDipA, D2aA = MjDipA, (2.64) 



M/ =1 ^ ° 1 , M = M*. (2.65) 



D^A = DlA, DlA = DlA. (2.66) 

Sob estas condigoes, a expansao de Taylor em torno de 62 assume a forma: 

A(^i, 62) = A(^i) + e^xa{ei) + elF{ei), (2.67) 

onde, 

Xa = D2aA\e, = l . +\ , (2.68) 

F = ^DlMe^^o = \dI\. (2.69) 

Novamente vemos que o campo N=2 quiral torcido A depende apenas de sua 
primeira componente N=l, A, que por sua vez nao obedece nenhum vinculo. 
Analogamente para o campo anti-quiral torcido (o conjugado complexo) 

A(^i, 02) = Me,) + e^xaio) + 9lFie,), (2.70) 

onde, 

Xc. = D2aA\e, = \ '^^'^ , (2.71) 

I —tU^iX 

F = \DlA\e,=o = \\- (2.72) 



Capitulo 2. Supersimetha 



36 



O fato das componentes dos supercampos N=2 quiral e quiral torcido estarem 
relacionada via uma operagao determinada, Eq. ( ^.59| ) para as componentes do su- 
percampo quiral e Eq. ( |2.68| ), nos mostra que estas transformagoes formam uma 
outra representagao da algebra de supersimetria. Chamando ^ os novos geradores 
de superdimetria, podemos escreve-los explicitamente como 






-iDaic 



^a4> = "i-Dal^ 



^2.73) 



J«A = MjDpi\ J„A = MjDpiX. 



^2.74) 



Podemos escrever estas equagoes de uma forma muito mais litil para a seqiiencia 
do trabalho. Definamos um vetor 1^* como 



r' = (<i>,$,A,A), 

assim definamos duas matrizes J+*j e J-j que satisfazem 



:2.75) 



^2.76) 



observe que esta equagao e exatamente a Eq. ( |2.43| ). Atraves da equagoes ( |2.73| ) e 
( p.74| ), podemos determinar as matrizes J e obteremos: 



J+ = diag{—i, i, —i, i), e, J_ = diag{—i, i, i, —i). 



[2.77) 



Voltando para a agao N=2, Eq. ( ^.5U| ), devemos utilizar os vinculos dos campos, 
apresentados acima, para que possamos integrar sobre as variaveirs 6'f . Expandindo 
a agao (p.50|) , teremos: 



S 



+ 2tK^^D'l4>MjD^p\ + 2iK-^-^D'i4>MjD^p\ 



(2.78) 



onde OS coeficientes significam, por exemplo: 



K. 



<J>A 



(2.79) 



d^dA' 
O que entao determinara a fisica do modelo sera a forma do potencial K. 

Esta expressao pode ser posta em uma forma bem mais conveniente e usual. 
Observemos que: 



iM 



al3 



ie"^M^^ 



i 
i 




^"^. 



(2.80) 
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e desta forma, teremos que 

s = I £x(fe 



K.-,DyD 



laS 



I - ^ - 



1/3A - -K^xDla 



1/3A + 



:2.81) 



A agao mais simples N=2 e a de campos quirais livres. Esta tambem pode ser 
chamada de modelo sigma linear, uma vez que os campos estao relacionados de uma 
forma linear. A agao e da forma: 



/' 



Esta agao reduz-se, apos o supercampo N=l ser expandido por meios de 

1 



A + o'^B^ + -eic, 



e ser integrado em ^1, a expressao: 



S 



d^x Ad+d.A + iB+d-B+ + iB^d+B^ 



-CC\. 



(2.82) 



^2.83) 



(2.84) 



Onde temos um campo A escalar complexo e um campo de spin i, 5, ambos 
livres. O campo auxiliar C pode ser retirado algebricamente atraves de suas equagoes 
de movimento C = (7 = 0. 

Poderiamos ter feito o mesmo para os campos quirais torcidos livres, porem, a 
agao seria a mesma, a menos de um sinal, que pode ser visto do segundo termo da 
Eq. (g;Mp. 



Capitulo 3 

Modelo Sigma Supersimetrico. 

3.1 Uma Supersimetria. 

Como mencionado no capitulo ^ o modelo a tambem serve como prototipo na 
construgao da teoria de cordas, ou em outras palavras, a teoria de corda bosonica 
e um tipo de modelo a em duas dimensoes onde temos a presenga do graviton 
(termo principal), do campo antissimetrico (termo de WZW) e do dilaton (que nao 
foi exposto neste trabalho). Uma motivagao para se estudar uma generalizagao 
supersimetrica do modelo a e entender a teoria de supercordas. 

Existem duas formas de supersimetrizar a agao ( |1.371 ) . Uma delas e impor leis de 
transformagao semelhantes as equagoes ( |2.2| ) e, a partir do termo bosonico, encontrar 
a contraparte fermionica. Este metodo e seguido em [^ mas a agao obtida e 
supersimetrica apenas na camada de massa, como a agao ( p.9|) . 

Um metodo mais facil e direto e impor que os campos g e b nao sejam fungoes 
do campo 0(x) bosonico mas sim de um supercampo N=l $(x, 9). Entao teremos: 

S = j d^x(fe]^D_<^'D+^^{g,j+hi,){^). (3.1) 

Utilizamos as derivadas covariantes pois estas sao as derivadas naturals que atuando 
sobre supercampos, reduzem-se as derivadas usuais quando 6' = 0. Veja que a agao 
esta dimensionalmente correta uma vez que [D] = ^, [dO] = ^ e [dx] = 1. 
Podemos calcular as equagoes de movimento, que se escrevem como: 

D+D_¥ + T\j,^D+(^W_^'' = 0, (3.2) 

onde 

r±,., = g''i{l,jk}±Ti,,) (3.3) 

{^Jk} = -{gjLk + gki,j - gjk,i) (3.4) 

Tijk = hij^k + bfczj + hjk,i = 3b[K j]. (3.5) 
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Podeinos escrever o supercampo $ em termos de seus cainpos componentes, 
semelhante a expansao ( ^.331 ), a saber: 



<!>\x, d) = <l)\x) + r^'„(x), + -e^F'ix). 



(3.6) 



Assim, a agao ( |3.1| ) pode ser reescrita como 



-9j 



k,i^pii^iF' + igjk,i^'+ijid.^'' + gjk,i^'+F^^'l} • 



(3.7) 



Observe que esta agao contem um campo auxiliar, F, nao propagante. Este campo 
garante a supersimetria fora da camada de massa. Se desejarmos elimina-lo, para 
obter a agao em termo apenas de campos fisicos, devemos substituir as equagoes de 
movimento para F diretamente na agao, a saber: 



F' = -r\,,^lt 



(3.8) 



entao, apos algum algebrismo, teremos: 



S 



d X 



^{gijV''' + h,end,<P'd,<P^ + 



ig^.ij'^ij' + ig,knji^Li^id+f+ 



i^oh^.hil^nlk 



^g^kT%lt^^|Ji^^f + -i?.,H^^"C^^^4 



(3.9) 



Definamos o modelo sigma supersimetrico em variedades de grupos. Inicialmente 



devemos ter como base o desenvolvimento apresentado na segao |1.4| , onde o modelo 
e definido a partir de elementos g do grupo ®. A maneira mais natural de super- 
simetrizar os elementos de grupo e supersimetrizar sua algebra ou seja, ao inves de 
termos vetores do tipo = (/)*(a;)Ti, teremos = $*Ti, onde <J>-^ e um supercampo 
N=l, e Ti sao os geradores do grupo. Como ja visto do caso bosonico, este super- 
campo e o mesmo que aparece na agao ( p.l|) . Via mapeamento exponencial podemos 
definir os super-elementos N=l de grupo como sendo: 



G{x, 



^*'Ti 



g{x) + d''i)^{x) + -e'^F{x). 



(3.10) 



Observe que a primeira componente do multipleto e o elemento de grupo bosonico 
normalmente definido para grupos, g{x) = G{x,6)\0=q. 
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Utilizando as relagoes entre g, h e g 
segao (1.5), onde agora quern descreve a 


definidas pelas Eq. (|1.54|) 
teoria e um supercampo, 


e Eq. (1.74), na 
teremos: 






Sij - 


= TriG:^G,) 


= -Tr{G- 


'G,G-'G,), 




(3.11) 






d[ihjk] = 






^G,k])- 




(3.12) 


A agao 


fica 


na forma 












S = 


-I 




^¥D+<^^Tr {G 


7^^.) + 









+- fd^xd^9dt-D^<^''D+<^^dt<^''Tr{G-^G^i,G-^G^jG-^G^k]) = 
S= f d^xd'^eTr{D''G-^D^G)+ 

+- fd\d^edt6"'^Tr{G-^Do,GG-^DpGG-^dtG). (3.13) 

Consideremos b = 0, ou seja, apenas o modelo principal, e calculemos as equagoes 
de movimento. Expandindo o supercampo teremos 

G = g{x)+e^ + ^^ + ^e'F, 
G-^ = g-^ + 9''tP^ + ^9^F-\ (3.14) 

Como G~^G = 1, teremos 

g'^g = 1, i'a = -g^'^^ag, F = -g^^Fg^^ - g^'^i/ji/j. 
Integrando nas variaveis fermionicas, teremos em componentes: 

f d^x (-2g-^Ug + ii,_ d+i).+ iij+ di^+ + 2Ff\ . (3.15) 

Variando a agao, obtemos as equagoes de movimento: 

d^{d^g-^g) = Q, # = 0, 9^((?-Va^"')cT"^ = 0, F = g-'rg-''^ag-' = ^- 

(3.16) 

3.2 Variedades de Kahler 

Uma variedade complexa e aquela cujos abertos podem ser mapeados para C" (o que 
signifca que podemos por sobre a variedade coordenadas holomorficas, {z"")-, e anti- 
holomorficas, z") e cujas fungoes de transigao entre os abertos sejam holomorficas 
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e anti-holomorficas. {z'"" = /"(-z), z'"" = f°'[z).) Neste tipo de variedade existe uma 
transformagao que age em vetores: 

v"' = Jh'^v^ = w\ v'" = Jb%^ = -w\ (3.17) 

Esta transformagao e natural em variedades complexas. J e chamado de estrutura 
complexa e e uma constante na variedade, uma vez que transformagoes holomorficas 
de coordenadas entre abertos nao alteram sua forma, pois 

4' - '^^JS - |,|^«S ^ «J. (3.18) 

O mesmo vale para as transformagoes anti-holomorficas. 

Definamos entao as variedades de Kahler que sao aquelas que admitem metricas 
invariantes pelo grupo U{N) de holonomia. Estas metricas sao chamadas de metricas 
de Kahler |14|. A holonomia U{N) garante a possibilidade de se construir uma 



estrutura complexa pois J e invariante por transformagoes de U{N) que sao por 
definigao holomorficas. 

Varias variedades reals tambem podem ser variedades complexas. De maneira 
geral, uma variedade real 2 N- dimensional tera como grupo de holonomia algum 
subgrupo do grupo S0{2N). Se tivermos que o grupo de holonomia seja o grupo 
U{N), entao a variedade sera complexa. Nao e dificil observar que grupo S0{2N) 
contem subgrupos U{N), pois aquele divide-se em uma representagao holomorfica e 
uma representagao inequivalente anti-holomorfica. Para isso vejamos que vetores de 
S0{2N) tem 2N componentes reals. Combinando suas componentes, duas a duas, 
podemos montar um vetor complexo de A^ componentes. Entao podemos analisar 
como uma transformagao de S0{2N) age nestes vetores complexos. Comparando 
com uma transformagao geral de U{N), veremos que estas podem ser escritas como 
um caso particular daquelas. Fazendo a mesma coisa com vetores conjugados com- 
plexos dos primeiros, teremos outra representagao de U{N) que leva a um subgrupo 
de S0{2N) diferente do primeiro. 

Assim, em variedades reals com grupo de holonomia U{N) podemos fazer uma 
transformagao de coordenadas para coordenadas complexas e representar os vetores 
reals por dois vetores complexos, Ai -^ Aa,Aa. 

As metricas de Kahler satisfazem, em coordenadas complexas: 

Saa Saa; Saa Saa U. (^O.iyj 

Isto pode ser visto uma vez que as transformagoes U{N) deixam invariantes 
bilineares da forma ds'^ = gaadz"'dz"', onde gaa = ASaa- 
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A forma de Kahler e um objeto definido a partir da estrutura complexa: 

ICij = &fcj',. (3.20) 

Em coordenadas holomorficas, onde J = ±i, teremos: 

l^ab = E.acJ'^b = "^gafe- 

Observe que por construgao, /C e um tensor covariante, antissimetrico e invariante 
por U{N), pois e proporcional a metrica. 

Como /C e por construgao uma constante, satisfaz: 

d[alCb]c = %^|b|c] = 0. (3.22) 

Para satisfazer esta relagao, K deve ser da forma: 

ICa-a = -tdad-aK, (3.23) 

onde K e o chamado potencial de Kahler. Desta maneira podemos relacionar a 
metrica com K, a saber: 

Este fato sera de extrema importancia para o caso do modelo sigma N=2, uma 
vez que a lagrangeana deste modelo e completamente determinada por um campo 
escalar. 

3.3 Modelo a no grupo SU{2) (g) U{1). 

Partamos agora para o exemplo final deste trabalho, onde usaremos os conceitos 
ate aqui desenvolvidos. Ja sabemos que para termos mais de uma supersimetria 
precisamos de uma variedade complexa pois nela teremos as estruturas complexas. 
Para tanto, usaremos o grupo SU{2) ® U{1) que na verdade e isomorfico ao grupo 
f/(2). 

Podemos construir elementos deste grupo atraves de duas variaveis complexas, 
a, b e sens conjugados complexos, a, b, da maneira: 

e*'^ / a b\ I 1 

g = -r\ _ , d=\/aa + bb, ^ = --ln{d). (3.25) 

a \ —b a I 2 

Observe que sem o termo exponencial, uma fase, teriamos g como elemento de 
SU{2), porem com um grau de liberdade a mais. Esta fase faz a diferenga entre o 
grupo SU{2) e f/(2). 
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Podemos construir uma representagao N=2 deste grupo, apresentada em p3| , 
que utiliza-se de campos quirais ($) e quirais torcidos (A), a saber: 

y = e*'^($$ + AA)-i/2 j "^ '^ j ^ (3.26) 

onde ■& = — iln($<i> + AA). Os campos $, <!>, A e A representam as coordenadas 
complexas da variedade de SU{2)®U{1). Desta forma, a estrutura complexa escreve- 
se diretamente como ±i, fato este que pode ser visto da Eq. (p.77|) . Assim, ao 



utilisarmos estes campos ja garantimos a presenga da estrutura complexa. 
A metrica da variedade de grupo e definida como: 

gij = Tr{g-^gj) = -Tr{g~^g^ig-^gj) (3.27) 

onde i e j representam $, $, A, A. 

Calculando explicitamente as componentes da metrica, obteremos que: 



r o- 1 1 

3<J>(J> SAA 2 <J»I>+AA 

lij = 0, nos demais casos 



(3.28) 



onde para realisar os calculos e bem mais facil escrever g da forma 



A $ 
g = (detM)-t~tM, onde, M = ( _ ) . (3.29) 

Podemos definir um "elemento de linha" neste espago como: 

ds^ = ITS rridM^ + dAdA). (3.30) 

E importante observar que esta metrica e invariante por transformagSes U{2). 
Para constatar, escrevamos z"" = { /^) ^ z"" = ( j^^j . Assim, uma transformagao de 
U{2) e implementada via: 

onde U = W = U~^ . Podemos reescrever o termo $$ + AA como sendo z'^z°'5aa-, 
onde o simbolo delta e definido atraves de (5$|, = (5aa = 1 e nos outros casos. 
Assim, fica claro que 

z"'-z'~^5a-a = U\U\5a-az'z^ = z'zH.J,. (3.32) 

Logo, a metrica sera invariante por estas transformagoes 

-' - ^ Ua'U^H,i = ^^ \ , 5a-a. (3.33) 



"iaa 



$$ + AA " " ™ •IxI' + AA 
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Isto ja seria de se esperar pois estamos lidando com a variedade de SU{2). 

Desta forma podemos classificar g como sendo do tipo Kahler, e assim pode 
ser escrita em termos de um potencial, como em (|3.24] ). Como definido em [^, o 
potencial de Kahler desta metrica, em termos do conteiido de campo apresentado, 
escreve-se como: 



K = - I — ln(l + x) 

X 



+ In <l> In $. 



(3.34) 



AA 



Este termo e chamado de "potencial de Kahler torcido", como em [^. Esta 
nomenclatura advem do fato de que este potencial nao determina a metrica da 
variedade segundo as Eq. ( p.24| ). Calculando-se as derivadas segundas com relagao 
aos campos da agao, teremos: 



d^K 



1 



d^K 



1 



A 



d^d^ ($$ + AA)' d^dA ($$ + AA)$'_ 
d^K 1 A d'^K 1 A 



9$(9A ($<I> + AA)<I>' d<l>dA ($<I> + AA)<I>' 
d^K 1 A d^K 1 



(3.35) 



d(!>dA ($<I> + AA)$' aA^A (<I>$ + AA)' 

Observe que o primeiro e o ultimo termos fazem parte da metrica ( p.30| ), porem 
ha uma troca do sinal do termo -R'aa- No entanto, devido a propriedades dos campos 
quirais torcidos, este sinal trocado se compensara na agao e obteremos a metrica 
correta. Os demais termos comporao a torgao. Substituindo os valores acima na 
agao ( 2.81| ), onde integraremos em 62, teremos a formulagao N=l no modelo sigma 
N=2: 



S = / d'xd'Oi 



D'l(j)DiJ + D'^XDi^X 



'20 



Dla<f)Di3\ 



2(p l(p 2(p I 



(3.36) 



Para que esta agao fique semelhante a agao ( p.l| ), agrupemos os campos 0, 0, A 
e A em um vetor 

r^ = (0,0,A,A) (3.37) 

e agrupando os coeficientes simetricos e antissimetricos, podemos entao reescrever 



S = I (fx(fe^ [gi^e"^ + b.j-r'^l D^pY'Di^r^ 



(3.38) 
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onde 



hij 



S(j)ii> — 


gAA = 


2d 






0, 


nos 


outros casos 




-A 






\ 


b^A = 


idf 




b^A = 


Adcj) 


b^A = 






b^A = 




4#' 




Adct) 


hij = 


-hji 








0, nos 


outros casos 





(3.39) 



(3.40) 



Se considerarmos que Y^ seja o vetor posigao de uma variedade complexa, g e b 
farao o papel da inetrica e da torgao, nesta variedade. 



3.3.1 O termo de Wess-Zumino-Witten 

Sabemos que o termo de WZW esta associado com a torgao da variedade de grupo 
atraves da Eq. (|1 . 74|) . Entao podemos nos perguntar qual a relagao entre o campo 
antissimetrico, b, da agao ( |3.36| ) e a torgao da variedade de grupo deste modelo. 



Como visto na segao |1.5| , a torgao de uma variedade de grupo e bem definida atraves 
da Eq. (|1.73|) , entao, teremos o tensor de Torgao definido como: 



Tijk = 2Tr [g ^d[igg ^d^gg ^dk]. 



sr"/3 



(3.41) 



Podemos expressar a torgao em termos de campos N=2, calculando explicita- 
mente suas componentes atraves da definigao do elemento de grupo, Eq. ( p.26 ): 



T^iA = 


= IffA 


T$|,A = 


= ^A 


T^kK = 


= ^* 


^4AA = 


= ^* 



(3.42) 



Vejamos que podemos relacionar as componentes de T com as componentes de 
b, definidas em ( |3.40| ), atraves de: 



(3.43) 
(3.44) 
(3.45) 
(3.46) 



<9[0b0A] = 


A 

6rf2 


^[Ab^A] = 





6rf2 


di^hx] = 


A 
6rf2 


dfxhipx] = 




6ci2 
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Entao vemos que o termos de WZW deste modelo e proporcional a torgao da 
variedade de grupo de SU{2) ® f/(l). 

Analisando a questao topologica apresentada na segao pTS] , veremos que aqui 
tainbem teremos a presenga do winding number. Para isso, basta observarQ que 

7r2(f/(2))=0, e7r3(f/(2)) = ^. (3.47) 

Recapitulando, tmhamos uma representagao N=2 do grupo SU{2) ® U{1) cuja 
metrica pode ser escreita em termos de um potencial K. Utilizando o fato de K ser 
composto por campos quirais e quirais torcidos N=2, pudemos reescrever o modelo 
em termos de campos N=l. Nesta forma, pudemos compara-lo com a forma geral 
do modelo a N=l. A partir dai relacionamos o termo antissimetrico com a torgao 
da variedade de grupo. 



Calculos da fungao beta deste tipo de modelo podem ser encontradas em ^2 
onde apenas para calculos de quatro loops teremos a fungao beta diferente do tensor 
de Ricci. 



^Podemos ver que isto e verdade lembrando que U{2) — S^ (E) S^, que 7r2(S'"^) — tt2(S^) = 0, e 
que 773(8'^) = Z como explicado em [M. 



Conclusao e Perspectivas 



Neste trabalho apresentainos alguns aspectos iinportantes do inodelo sigma nao li- 
near e do termo de WZW. Analisando o inodelo em duas dimensoes, observamos que 
o termo de WZW relaciona-se com a torgao da variedade de grupo, permitindo assim 
uma descrigao sucinta das equagSes de movimento quando utilizamos a conexao de 
Christofell acrescida da torgao. Outro ponto relevante e a questao topologica do 
termo de WZW, pois este nao depende da metrica. A relagao com variedades de 
grupo fica evidenciada quando descrevemos o modelo via elementos de um grupo ©. 

Em duas dimensoes, vimos tambem que o modelo N=l nao impoe nenhuma 
condigao sobre a variedade alvo, podendo esta ser exatamente igual a mesma do 
caso bosonico. O caso N=2 se mostra mais interessante a comegar pelo fato de 
sua dinamica depender da estrutura cinematica dos campos da agao. Este modelo 
impoe restrigoes sobre a variedade alvo, onde esta deve ser twisted Kahler. Apesar 
de nao ter ficado explicito, a presenga dos campos quirais modificam a estrutura da 
variedade Kahler que obteriamos se apenas tivessemos o modelo sigma principal. 
Deve-se aqui comentar que, em quatro dimensoes, ja no caso N=l teremos a vari- 
edade alvo como sendo Kahler, e em seis dimensoes, este tera de ser hiper-Kahler. 
Modelos sigma supersimetricos em mais dimensoes nao sao possiveis. 

Um ponto que ficou de lado neste trabalho foi a questao da invariancia conforme 
do modelo sigma. Apresentamos alguns argumentos que reforgam a ideia de que para 
termos invariancia conforme, devemos ter que o termo de WZW seja exatamente a 
torgao da variedade de grupo. Para o caso sem torgao, ficou claro que a variedade 
alvo tem que obedecer as equagoes de Einstein. Pode-se ver na referencias (ex. [p^] ) 
que o mesmo se repete para o modelo completo, porem utilisando a torgao. 

As perspectivas de continuagao deste estudo sao bastante variadas. Entre os 
assunto que infelizmente nao foram abordados por falta de tempo, poderiamos cita 
a relagao entre as supersimetrias e o fato de a fungao beta ser nula, propriedade esta 
que ocorre no caso N=4, mas que nao e clara para modelos N=2. Neste topico ainda 
temos o estudo pormenorizado dos modelos com N=4, onde temos uma estrutura 
quaternionica. Outro ponto e o estudo da relagao entre o termos pricipal, o termo de 
WZW e a variedade de grupo, esta que depende da representagao dos supercampos. 
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onde no nosso caso vimos que os campos quirais e quirais torcidos implicam em 
variedade Kahler torcida. 

Poderiamos tambem analizar a dualidade entre os modelos sigma compostos 
por representagoes diferentes do mesmo grupo (p.e. uma com campos quirais e 
outro com campos semi-quirais) , estudar as propriedades fora da camada de massa 
dos modelos. Seria importante estudadar mais a quantizacao destes modelos e sua 
relagao com teoria de cordas. 
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